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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Диссертация посвящен<~ рнзр<~ботке новых <~н<~­
л11т11чесю1х 11 •шсле1111ых l\IСТОДОВ нсследования 1\1f\Тема.ти•1сских ~юделей на 
основе уравнений соблевского т1111а высокого порядка. Актуальность изуче-
1111я такого рода ~юделей обусловлена необходимостью исследования важ­
ных приклмных задач, в ч<~ст110ст11 , в области физики <~тl\lосфсры , физики 
нлнзмы, теории электр11•1сск11х цепей, теор11и 1юлзу•1ссти l\lсталлов, д11ш1.ми­
ки колсба1111й стратиф11цнровашюй жидкости, теории фильтрации, б11ологии 
11 других. И~1е11110 разв11т11е теории уравнений СОбОЛеВСКОГО ТИНа НОЗВОЛИЛО 
110став11т~, во11рос об ана.1:штическоl\1 11 числешюм исследовании как суще­
ствующих ЗR,Ца'l, так 11 новых в pal\IKЯX СЛОЖIШШllХСЯ нанравдений l\lаТС­
~tаТИЧеского моде.'1ирова1111я , нанример , в теор1111 звуковых 11 молекулярных 
волн, г11дродина.мике, теор1111 унругост11 11 др., 01111сываемых урав11с1111яl\111 
высокого порядка. 
Несмотря на то, •1то нервые исследова1111я уравнений неразрешенных 
относительно старшей производной но времени ноявились еще в рабатах 
А . Пуанка.рс в 1885 1·оду , а с11стемат11ческое 11зу•1е1111е начально-краевых за­
да.•1 для таких уравнений началось в 40-х годах нрошлого столетня с ра­
бот С. Л . Соболева" в настоящее время теор11я уравнений соболевского ти­
на активно развивается и переживает нору бурного расцвета. В этой обла­
сти акт11вно работают Р.Е. Шоуолтер, А.Фавини, А . Яги, Г.В. Демиденко, 
С. В. Успенский, Н.В. Сидоров, М.В. Фалалеев , 1\.·1.0. Корпусов, И.В. Мель­
никова, С.Г. Пятков, А.И. Кожа.нов, Г. А. С1шр1tдюк, Т.Г. Сука•юва., В.Е. Фе­
доров 11 др. Сформировал11сь нау•шые нанравления , вокруг которых сложи­
лись нау•шые школы. 
Данная диссертационная работа выполнена в рамках нанравления, воз­
главляемого Г.А. Свирндюком, и носвящена исследованию математических 
моделей на основе 11екласс1!'1сских уравнений математической физики высо­
кого порядка: 
Математи•~еская моделъ de Gennes ли11ей11их BOJl.ll в смекти11:ах. Урав­
не1111е лш1ейных волн в смектиках, внервые 110лу•1ешюе P.G.de Geпnes и имс-
ст вид 
82 82 дt2 Л:1и = а-1 дz2 Л2·u, а- 1 >О, 
•J' '!' 'J' где Л:1 = Л2 + h1•· , Л2 = =1'. + =1' · (.... ( .1, ( ·'2 
Исходная модель имеет смысл в цили11др11•1еской области но перемен-
ным { Z, Х1, х2} Е [а, Ь] х n. в случа.с уста11ОВ1\ВIШIХСЯ звуковых колебаний 




11 вместе с ш1.чалы10-красвым11 условиями нрсдставляст матеыат11•1сскую мо­
дель de Gеппеs. 
Математическая .модель 'h:олебапий в .моле'h:уле ДНК. В работе исследу­
ется математ11•1еская модель: 
и(х, О) = и0 (х), 
и(х, О)= ио(х), 
it(x,O) = и 1 (х), 
v(x,0) = v1(x), х Е П, 
и(х, t) = и(х, t) =О, (х, t) Е дП х ~. 
{ 
(b+Л)ii=aЛu+f(и,v)+w1 , 




Коэффициенты а, Ь, d Е ~ снязьшают размеры молекулы, л1111ейную шют-
110сть и силу меж~юлекуляр1101·0 нзаимодейстш1я, функции и и и 011реде:1яют 
нродольную и нопере•шую деформацию. фу11кц1111 W1, w2 задают нне11шсс 
воздейстш1е шt молеку:1у, детермшшровашюе ил11 случайное. Система уран-
11е1111й (4) при п = 1 моделирует колебания н крупных молекулах, н том 
•шсле н молекулах ДНК. При п = 1 данная ~штемати•1еская модель была 
предложена Р. L. Chгistiaпseп 1. 
Математическая .моде.ль распространения волн на .мeл'h:oil воде. Пусть 
n огра1111че1111ая область из ~11 , п Е N с границей дП класса сх. в цилшщре 
П х ~ рассмотрим математи•1ескую модель распространения нолп па мелкой 
ноде при услонии 110те1щш1.11ыюст11 дш1же1111я и сохранения массы в слое: 
(.А - Л)й = 0'2Ли + f, 
и(х, О)= и0 (х), it(x, О)= и1(х), х Е П, 




Функция и(х, t) определяет нысоту нолпы н момент нремеш1 t в то•1ке х. Ко­
эфф11цие11ты .А, С\' связывают глубину, гравитац11011ную 110стоя1шую и •шсло 
Бопда. Уравнен11е (5) впервые 110лу•1е110 J.V. Boussiпesque2 . 
Липеаризоваппая .мате.мати•tес'h:ая .модель Веппеу - Lиke. В цилшщре 
[О, l] х ~ рассмотрим шшеарнзонашюе уравнение Веппеу - Luke3 
и,, - и_,.,. + аи, .. ".и - bu,.,.,1 = О (8) 
1 C11.'itifm.'ft·ri, P.L. 011 а To(la latt.iet• шшl(•I witl1 а t.rш1svt•r.wt.I •l«'J,!;ГI"(' of fп'tчfош P.L. C1·i:-;tia11~t'H, 
V. Mlllo, Г.S. Loш<lal1l :· :" No11liш•arit.v. - l!J!JO. № 4. Р. 477 501. 
'l Dmi.~."irн·.•щ, ./. V. E~sai ~щr ln tl1t-:.)ri1· clt·~ t'i111X t"(J\JПШttis, f\lf~Ш. Гf~t·utt:~ Divt•r:-; Savauts A<·a.c:I. ~ki. lш;t. 
Fraш·<'. 11!77. N• 23. Р. 1 6Н11. 
1 Ur"шr·y, D.J. lut1•п11·tio11s of р1•rша1 '"' wav1,,; of /iuit<' iШ1plit11tl1• " D . .I. В1•11111·у . .1.С. L11k1· · .1. lllatl1. 
Гl1v•. 1!164. № 43. Г. ЗШ 313. ••••C!<Pcrsocщ •• ..,.,-
. Фrлшuпо rФr ~- -. 11"J(;;~И""""'*:rc••w"" • .;.;д; ·~fi~ь·;;~ :' ~tнв/.~Шfт:жски111 н 4г. · ·~·. '"•·~,.~, ау1: н-.А:• F::.,_ ..... •• ИМ Н Й.J """.,JJ01"t:Ka 
.. • l;Jбa•1c~cкoro 
с краевыми условиями Бенара 
и(О, t) = U:rx(O, t) = u(l, t) = Uxx(l, t) =О, (9) 
Математическая модель (8), (9) с тем или иным начальным усJiовием описы­
вает двустороннее распространение длинных волн на мелкой воде с учетом 
поверхностного натяжения. 
Математи-ческие модели линейнъ~х волн в плазме. Уравпе1ше 
(10) 
полJ"iепное впервые Ю.Д. Плетнером4 , описывает линейные волны в плазме 
во внешнем магнитном ноле. Функция Ф представляет обобщенный потен­
циал электрического ноля, константы u.1Ъ,, u.1;, и r'Ъ характеризуют иош1ую 
гирочастоту, частоту Ленгмюра и радиус Дебан соответственно. Обобщени­
ем (10) является уравнение 
д2v (Л - Л)vшt + (Л - Л')vtt + а-0. 2 =О. Х3 
Заметим, что уравнение 
а2 
-(ЛФ - Ф) + ЛФ = О дt2 
описывает линейные волны в 11 незамагниченной" 
( 11) 
(12) 
плазме5 . В работе исследуется более общая математическая модель линей­
ных волн в плазме 
(Л - Л)Фtt = /З(Л - Л")Ф + f(t), (13) 
с различными нача.1ьно-краевыми условиями. 
Матемаmu"tеская модель ко.лебtший в конструкции. Пусть G = G(V; [) 
- конечный связный ориентированный граф, rде V = {V;}~ 1 - множество 
вершин, а [ = {Ej}j=1 - множество дуг. Мы предполагаем, что каждая дуга 
имеет длину l1 > О и толщину d1 > О. На графе G рассмотрим уравнения 
Лщtt - Щxxtt = a(Щxzt -Л'щt) + (З(щхх - Л"и;), х Е (O,lj), t Е IR,j = 1,1i. 
(14) 
•линейные и не . ~иuеl!ные уранненкя соболевского типа/ А.Г. Свешников, А.Б. Альшин, М.О. Кор­
пусов, Ю.Д.Плетнер. - М.: ФИЗМАТ.ПИТ, 2007. 
5 Габов, СА. Новые задачи математическоR тюрки волн / С.А. Габон. - М.: ФИЗМАТ ЛИТ, 1998. 
5 
Для уравнений (14) в каждой вершине V;, i = 1, m зададим краевые условия 
(15) 
и.(о, t) = щ(О, t) = щ(lk, t) = Um(lm, t), (16) 
для всех Е" Ej Е E 0 (V;), Ek, Ет Е E"'(V;). Здесь через E"("')(V;) обозначено 
множество дуг с началом (конuом) в вершине V;. Если дополнить (15), (16) 
начальными условиями 
щ(х,0) = и01(х), щ1 (х,О) = ut;(x), для всех х Е (O,lJ), j = 1,n; (17) 
то получим математическую модель, нредставляющую процессы колебаний 
IJ конструкции из тонких упругих стержней. Функции щ(х, t) определяют 
продольное смещение в точке х в момент времени t на j-м элементе кон­
струкции. Параметры Л, Л', Л", et и fJ характеризуют материал из которого 
изrотоnлены стержни. 
Математичесr.:ие .модели Бусс1теска - Лява6 . Уµавнение 
(Л - Л)щ1 = а(Л - Л')иt + fJ(Л - Л0 )и + g, (18) 
описывает продольные колебания в унругом стержне с учетом инерции и при 
внешней нагрузке. Параметры Л, Л' , Л", а и fJ характеризуют материа.п из 
которо1·0 изrотонлен стержень, и связывают между собой плотность, модуль 
IОнга, коэффициенты Пуассона и упругости. 
Математические модели (2)-(4), (8)-(9), (5)-(7), и нR основе уравнений 
(1), (12) с тем или иным начальным (начально-конечным) условием в подхо­
дящих банаховых пространствах могут быть редуцированы к соответствую­
щим задачам для неполного уравнения соболевского типа высокого порядка 
Lu(n) =Ми+ f (19) 
с относительно р-оrраниченным или относительно р-секториа..11ьным опера­
тором в правой час.-ти. 
Разработанная автором теория полных уравнений соболевского типа вы-
сокого порядка 
Au(n) = Bn-tU(n-l) + ... + Bou + f (20) 
с относительно полиномиаJiьно ограниченным пучком операторов позволяет 
исследовать математические модели на основе (10), (18), и (14)--(17). 
6 Ляо, А. Математическая теория упругости /А. Ляв; пер. с англ. В.В. Бу;1гаков, В.Я. Натаюон. -
Москва; Ле11ннrрад: ОНТИ, 1935. 
6 
Стандартной задачей для уравнений (19), (20)является зада'lа Коши 
u(m)(O) = Urп, т = О, ... , п - 1. (21) 
Наряду с задачей (21) для уравнений соболевского типа ставится задача 
Шоуолтера - Сидорова 
L(u(m)(O) - Uт) = О, т =О,"" n - 1. (22) 
Обе задачи в зависимости от методов исследования могут пониматься в раз­
личных смыслах (классическом , обобщенном , ослабленном , сильном и т.д.) , 
однако о•ювид110, что задача (22) более общая , нежели (21) . В тривиаль­
ном случае (существование обратного оператора L) обе зада•ш совпадают, 
а зш~.•шт, совпадают и их решения . Однако, задача Шоуолтера - Сидорова 
для уравнений соболевского типа более естественна, нежели задача Коши. В 
данной работе рассматривается задача Шоуолтера - Сидорова в более общей 
ностановке: 
Р(и<"')(О) - ит) = О , т =О,"" п - 1, (23) 
где Р - спектральный проектор . При проведении вычислительных экснери­
ментов условия Шоуолтера - Сидорова предпочтительнее , нежели условия 
Коши , так как не возникает необходимости проверки принадлежности на­
чальных значений фазовому пространству уравнения . 
Естественным обобщением задачи (23) является начально-конечная за­
дача 
Р;"(и(т)(О) - и~)= О, Pfin(u("')(T) - и~.) =О, т =О, " " п - 1. (24) 
Здесь Р;п и Р1;п - специалы1ым образом построенные относительно снек­
тральные проекторы. Термин "начально-конечная задача" появился отпоси­
телыю недавно, и отражает тот факт, что для уравнения (19) или (20) часть 
данных задастся в начале врсме11116го промежутка IO,T] , а другая часть - в 
конце . Первона•1ально опа называлась "задачей сопряжения 11 и рассматри­
валась как обобщение задачи с данными на свободной поверхности. Именно 
в этом контексте была построена теория таких задач для линейных урав-
11е1шй соболевского типа первого порядка и разработаны приложения этой 
тсории7 . В данной диссертационной работе эти идеи и методы распростра-
1юны на случай уравнений соболевского типа высокого порядка. 
7 За2р<·бшш, С.А. / С.А.Загребнна // Вестник ЮУрГУ. Серия "МпТ<щатнч<~:кuе моделнроnанн" и 
nporpat.1MИJX>MBИc". В('СТllИК К)УрГУ. Серия : hfатематическое t.юделиrхJвани(' и r1JХ>rраммирошuше. 
2013. N•2, вып . 6. С. 5 24. 
7 
Большое •шс;ю исследований посвящено детерминированным уравнени­
ям 11 системам. Однако в натурных экс11ср11мснтах воз1111кn.ют слу•1айныс 
возмущения, на11р11мср, в виде белого шума. Поэтому в 1юслсд11сс время вес 
'lа!ЦС !IОЯВJIЯЮТСЯ исслсдоваш1я, посвяще1шые стохастнческнм математи•1е­
СКllМ моделям. Стохаст11•юсю1е обыюювен11ые дифференциальные уравне-
1шя с разли•шым11 адд11т11вным11 слу•ш.йными 11роцессам11 сей•1ас активно 
11зучаются~. Первенствует здесь трад1щио1шый 1юдход Ито-Стратонош1ча­
Скорохода. В работе 11сследовru1ы стохасти•1еское модели, сводя1щ1сся к ·3а­
да•1с Коши 
~( 111 J(o) = ~,,.. m =О, ... , п - 1 (25) 
для уравнения соболевского тина высокого норядка с a,!JДIIТIIВllЬШ бсльш 
шумом 
Ld~(п-l)(t) = (M~(t) + g)dt + Ndw, (2G} 
где Ndw нредставляет обобще1шый дифференциал от К-винсровского нро­
цссса. 
Целью работы является разработка 11 реализация в виде нрограммно­
rо комплекса методов анfl..l111т11•1еского 11 •шслешю1·0 исследова1111я mшейных 
математ11•1еских моделей соболевского тина высокого норядка. Для дост11-
жеш1я 1юспшлешюй цели необходимо решить следующие задачи: 
1. Разработать ана..rшт11•1есю1й метод исследова1111я математ11чсских моделеr1 
как на•1а;1ы1ых (нача;1ы10-ко11е•11юй) 3ада•1 ДЛЯ непошюго уравнения собо­
лсвского тина высокого порядка с от1юс11телыю р-огра1111че1шым онерато­
ром; 
2. Исследовать математи•юскую модель de Gennes л1шейных волн в смекти­
ках как задачу Коши для 11е1юшюго урав11е1111я соболевскоrо типа высоко1·0 
норядка с от1юсителыю р-огра~ш чеш1ым 011ератором; 
3. Исследовать математическую модель колебаний в молекуле ДНК как 3а­
дачу Коши для стохаст11ческ01·0 11е1юmюго уравпения соболсвского т1111а вы­
сокого 11орядка; 
4. Исследовать математическую модель л1111ей11ых волн в "11сзамаr1111•1с1111ой" 
плазме как 11а•1f1.11ы10-кшю•шую задачу для 11е1юшюго уравнения соболсвско­
го тина высокого норядка с от11ос11телыю р-огра1111че1111ым 011сратором: 
5. Разработать а11<1.1111ти•1еский метод исследования математ11•1еск11х моделей 
как 11ача.r~ь11ых (11а•шлы10-ко11еч1юй} задач для не1юл1юго уравнения собо­
лсвскоrо т1111а. высокого порядка с отвосителыю р-секториальным операто­
ром: 
6. Исследовать ли11еаршова1111ую математ11•1ескую модель Всппеу - Lukc как 
"Gliklikl1. Yll.E. G!olщ! шн! Sto!'l1>L,til' Aнa!~·sis witl1 Applieatioнs to Matlн·шatkal Pl1ysks У11.Е. 
Gliklikl1. Lшнlш1: Dorclr<•·l1t: H<'i1!1'11Jp1·~: N.-Y.: Spri1щ<'r. 2011. 
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задачу Коши для неполного уравнс1шя соболевского типа высоко1·0 порядка 
с относительно р-секториальным оператором; 
7. Исследовать стохастическую модель распространения волн на мелкой во­
де как задачу Коши для СТОХ8GТИческого неполного уравнения соболевского 
типа высокого порядка с относительно р-секториальным оператором; 
8. Разработать аналитический метод исследования математических моделей 
как начальных (начально-конечной) задач для полного уравнения соболев­
ского тш1а высокого порядка с относительно полиномиально ограниченным 
пучком операторов; 
9. Исследовать математическую модель линейных волн в плазме во внеш­
нем магнитом поле и математическую модель колебаний в конструкции из 
стержней как з~щачи Коши для полного уравнения соболевского типа вы­
сокого порядка с относительно полиномиально ограш1ченным операторным 
пучком: 
10. Исследовать детерминированную и стохастическую модели Буссинеска -
Лява в области как ;~адачу Коши для детерминированного и стохастическо­
го полно1·0 уравнения соболевского типа высокого порядка; 
11. Разработать и обосновать алгоритм метода чисденного исследования ма­
тематических моделей на основе уравнений соболевского типа высокого по­
рядка; 
12. Реализовать в виде программного комплекса алгоритмы компьютерного 
моделирования волн Буссинеска-Лява на отрезке, на графе, в прямоуголь­
нике, в круге, базирующиеся на разработанном методе численного исследо­
вания; 
13. Разработать алгоритм метода численного исследования стохастической 
модели колебаний в молекуле ДНК с последующей реализацией в виде про­
граммы для ЭВМ. 
Научная новизна. В диссертационной работе внервые проведено ана­
литическое и числешюе исследование широкого класса вырожденных мате­
матических моделей с помощью разработанной автором теории уравнений 
соболевского типа высокого порядка: представлены постановки задач, соот­
ветствующих математическим моделям, доказаны теоремы о существовании 
и единственности решения, разработаны и обоснованы численнi.1е методы ре­
шения. Отметим, что предлагаемые в данной работе алгоритмы могут быть 
адаптированы к исследованию других математических моделей соболевско­
го типа. Разработан программный комплекс, позвоJIЯЮЩИЙ проведение вы­
числительных экспериментов. 
Все результаты, выносимую на защиту, являКУI'СЯ новыми и получены 
автором лично. Достоверность полученных рюудьтатов обеспечена полны-
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ми доказательеrвами всех утверждений, причем математическая строгость 
доказательств соответствует современному уровню. 
Теоретическая и практическая значимость 
Теоретическая значимость полученных в диссертации результатов и раз­
работанных методов исследования заключается в том, что они развивают 
теории уравнений соболевского типа, дифференциальных уравнений на гра­
фах, стохастических дифференциальных уравнений и являются закончен­
ным исследованием в области уравнений соболевского типа высокого поряд­
ка. Получены достаточные условия однозначной разрешимости задачи Коши 
(начально-конечной задачи) для уравнений соболевского типа высокого по­
рядка с относительно ; ·1граниченным , аrносительно ~секториа.льным опе­
ратором, аrnосительно пuлиномиаJ1ьно ограниченным операторным пучком. 
Эти результаты использс.ваны для аналитического исследования указанных 
математических модел;;й и легли в основу разработанных численных мето­
дов. 
Да1шая работа создает основу для развития аналитических и численных 
исследований других неклассических моделей математической физики, кро­
ме того, результаты применимы для решения новых задач для рассмотрен­
ных математических моде,Лей, на.пример, задачи оптимального управления. 
Для проведения вычислительных экспериментов численные методы и ал­
горитмы реализованы в виде программного комплекса (Maple 15.0), причем 
использованы такие подходы, которые в дальнейшем позволят использовать 
МОАУЛИ как составные части других программных комплексов . 
Результаты, полученные при исследовании математических моделей рас­
пространения волн на мелкой воде полезны в гидродинамике , в геологии при 
изучении фильтрации воды в почnе. Результаты исследования математиче­
ской модели колебаний в молекуле ДНК применимы в биоинженерии и био­
логии, математической модели продольных колебаний в упругом стержне 
и конструкции · в теории упругоl'ТИ, гидродинамике, математических мо­
делей ионно-звуковых волн - в электродинамике. Таким образом, практи­
ческая зна•шмость заключается в применении результатов исследований в 
разли•шых нред~етвых областях. Кроме того разработанный программный 
комнлекс пuзЕuляtт проводить вычислительные эксперименты no моделиро­
ванию волн различной природы. 
Методы исследования. В диссертации разработаны как аналитиче­
ские, так и численные методы исследования указанных математических мо­
делей. Особенность ана.питического исследования заключается в том, что 
они в подходящим образом подобранных ба.паховых пространствах 11 и ~ 
редуцирукrгся к начальным (начально-конечным) задачам для линейных 
неполных (19) либо полных (20) уравнений соболевского типа высокого по-
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рядка. 
При проведении редукции используется стшrдартная техника, возник­
шая на стыке функционального анализа и теории уравнений в частных про­
изводных, основы которой заложеиы С.Л. Соболевым, К.О. Фридрихсом и 
Ж. Лере . Отметим, ч·rо при обосновании редукции особой трудностью яв­
ляется доказательство (L, р )-ограниченности ( ( L, р )-секториальности) опе­
ратора М, (А,р)-ограниченности пучка В и выполнения допощ1ительных 
условий на ввсдениые операторы. 
Основю.1м методом исследования абстрак·rных задач является метод фа­
зового пространства, основы которого заложили Г.А. Свиридюк и Т.Г. Су­
ка•1ева. Суть мето,1а исс.'Iедования заключается в редукции сингулярного 
уравнения к регуляр11ому, определенному, однако, не на всем банаховом 
пространстве U, а на некотором его подпространстве Р , которое мы пони­
маем как фазовое пространство исход1ю1·0 уравнения . В диссертации этот 
метод распространен на случай уравнений соболсв~кого типа высокого 110-
ря.11.ка с относительно р-ограниченным , относительно р-секториа.11ьным опе­
ратором или относительно полиномиально ограниченным операторным пуч­
ком (в случае полного уравнения). 
Кроме основного в данной диссертации метода фазового пространС'l·ва 
используется теория линейных уравнений соболевского типа первого поряд­
ка и порождаемых ими вырож,ценных грунп и полугрупп операторов9 . Эти 
идеи и методы легли в основу теории пропагаторов - операторов-решений 
однородного уравнения (вырожденных косинус и синус-оператор-функций, 
вырожденных М, N-функций). В основе численных исследований лежит ме­
тод Га.леркина решения начально-краевых задач для уравнений математи­
ческой физики. 
Результаты, выносимые на защиту. 
1. Аналитический метод исследования матсмати11еских моделей как нача;1ь-
11ых {или начально-конечной) задач для пепотюго уравнения соболевского 
типа высокого порядка с относительно JГОГраниченным оператором ; 
2. Для математи•1еской модели de Gennes ;шнейных волн в смектиках дока­
зана однозначная разрешимость соответствующей задачи Коши - Дирихле 
и получен аналитический вид решения; 
3. Для математической модели колебаний в молекуле ДНК доказана раз­
решимость соответствующей задачи Коши - Дирихле для стохастического 
уравнения и получен аналитический вид решения; 
4. Для математической модели линейных волн в "незамагниченной 11 плаз-
9 SviridYIJ}r., С. А . Linear SoЬolev type equaciooa aad degenerate semigroups of operators / G . А. Sviridyuk, 
V. Е. Fedorov.- Utrecht: VSP, 2003. 
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ме доказана однозначная разрешимость соответствующей краевой задачи с 
начально-конечным условием и получен аналитический вид решения; 
5. Аналитический метод исследования математических моделей как началь­
ных (или начально-конечной) за.дач для неполного уравнения соболевского 
типа высокого порядка с относительно р-секториальным оператором; 
6. Для линеаризованной математической модели Benney - Luke доказана 
однозначная разрешимость соответствующей за.дачи Коши - Дирихле и по­
лучен аналитический вид решения; 
7. Для стохастической модели распространения волн на мелкой воде до­
казана разрешимость соответствующей задачи Коши - Дирихле и получен 
аналитический вид решения; 
8. Ана:rитический метод исследования математических моделей как началь­
ных (или начально-коне'шой) задач для полного уравнения собошшского ти­
на высокого порядка с относительно полиномиально ограниченным пучком 
оперо.торон; 
9. Для математических моделей линейных волн в плазме во внешнем маг­
нитом поле и колебаний в конструкции из стержней доказана однозначная 
разрешимость соответствующих задач Коши - Дирихле и получен аналити­
ческий вид решений; 
10. Для детерминированной и стохаегической моделей Буссинеска - Лява в 
области доказана ра.зрешимость соответствующих задач Коши - Дирихле и 
и нолучен аналитический вид решений; 
11. Алгоритм численного метода исследования математических моделей на 
основе уравнений соболевскоrо типа высокого порядка; 
12. Программный комплекс, реализующий алгоритмы компьютерного моде­
лирования волн Буссинеска-.Jlява на отрезке, на графе, в прямоугольнике, 
в круге, базирующиеся на разработанном методе численного исследования; 
13. Алгори1·м метода численного исследования стохастической модели коле­
баний в молекуле ДНК с реализацией в виде программы. 
Полученные результаты соответствуют следующим областям исследова­
ния специальности: 
1) разработка новых математических методов моделирования объектов 
и явлений (п.1); 
2) развитие качественных и приближенных аналитических методов ис­
следования математических моделей (п.2); 
3) реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде 
комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычис­
лительных экспериментов (п.4). 
Апробация работы. Результаты, изложенные в диссертации были пред-
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ставлены на Всероссийской конференции 11 Алгоритмический анализ некор­
ректных задач 11 (г. Екатеринбург, 1998), Воронежских весеШiих математи­
ческих школах 11 Понтрягинские чтения - IX,X 11 (г. Воронеж,1998,1999), Тре­
тьем и Четвертом Сибирских Конгрессах по прикладной и индустриаль­
ной математике 11ИНПРИМ - 98, 2000 11 (г. Новосибирск, 1998,2000), Меж­
дународной конференции 11 Дифференциальные и интегральные уравнения 11 
(г. Одесса, 2000), Всероссийской конференции "Алгоритмический анализ 
неустойчивых задач 11 (г. Екатеринбург, 2001, 2004, 2011), МеждУнародной 
конференции 11 Дифференциальные и интегральные уравнения. Математиче­
ские модели" (г. Челябинск, 2002), Международной конференции 11 Ill-posed 
and in-verse proЫems11 (Novosihirsk, 2002), Всероссийской конференции 11Ак­
туальные проблемы прикладной математики и механики" (г. Екатеринбург, 
2003), Международной конференции 11 Kolmogorov and contemporary mathe-
matics11 (Moscow, 2003), Международной конференции 11 Nonlinear partial dif-
ferential equations 11 (Alushta, 2003), Международной школе-семинаре по гео­
метрии и анализу (г. Ростов-на-Дону, 2004), Международной конференции 
11 Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения посвящен­
ной 100-летию со дня рождения академика И.Н. Векуа (г. Новосибирск, 
2007), Международной конференции 11 Дифференциальные уравнения и смеж­
ные проблемы" (г. Стерлитамак, 2008), Воронежской зимней математиче­
ской школе (г. Воронеж, 2010, 2012), Всероссийском научном семинаре "Не­
классические уравнения математической физики посвященном 65-летию со 
дня рождения профессора В.Н. Врагова (г. Якутск, 2010), МеждУНародной 
конференции "Современные проблемы прикладной математики и механи­
ки: теория, эксперимент и практика посвященной 90-летию со дня рождения 
академика Н.Н. Яненко (г. Новосибирск, 2011), Всероссийской конференции 
"Дифференциальные уравнения и их приложения СамДиф - 2011, 2013 (г. 
Самара, 2011,2013), Международной конференции, посвященной 80-летию 
со дня рождения академика М.М. Лаврентьева "Обратные и некоррект­
ные задачи математической физики" (г. Новосибирск, 2012), Международ­
ной научно-практической конференции "Измерения: состояние, перспекти­
вы, развитие 11 (г. Челябинск, 2012), Международной конференции 11 Диффе­
ренциальные уравнения и их приложения" (Белгород, 2013), Международ­
ной конференции "Международная летняя математическая школа памяти 
В.А. Плотникова" (Одесса, 2013). 
Результаты неоднократно докладывались на областном семинаре, посвя­
щенном уравнениям соболевского типа профессора Г.А. Свиридюка (г. Че­
лябинск), на семинаре ИПУ РАН под руководством профессора А.П. Кур­
дюкова (г. Москва). 
Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 69 научных ра-
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ботах, из них 31 статья, их список приведен в конце автореферата, в том 
числе 15 -· в изданиях, включенных в перечень российских рецензируемых 
научных журналов ВАК РФ, 3 свидетельства о регистрации программ. 
Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, шести 
глав, заключения, списка литературы и приложений. Объем диссертации 
соста.вляет 276 страниц. Библиография содержит 219 наименований. 
Краткое содержание диссертации 
Во введении обосновывается актуальность темы, определяется цель 
работы, дается обзор литературы по исследуемой проблематике. 
Первая глава посвящена аналитическому исследованию детерминиро­
ванных и стохастических математических моделей распространения волн в 
смектиках, плазме и молекулах ДНК и состоит из девяти параграфов. В 
первом параграфе приводятся некоторые определения, теоремы и леммы 
теории относительно ограниченных операторов. 
Пусть U, J' - бапа.ховы пространства, операторы L, М Е .C(U; ~). 
Множество pL(M) = {11 Е 1С : (µL - м)-1 Е .C(~;U)} называется L-
резольвентным множеством оператора М. Множество IC\pL(M) = aL(M) 
называется /,...спектром оператора М. 
Оператор-функции (µL-M)- 1, R~ = (µL-M)- 1L, Lt = L(µL-M)- 1 с 
областью определения pL(M) называются, соответственно, L-резольвентой, 
правой L-резольвептой, левой L-резольвентой онератора М. 
Определение 1 Оператор М называется (L,р)-огра.пичепным, если 
3а >О Vµ Е С: (lµI >а) => (µ Е pL(M)) 
и оо является полюсом порядка р L-резольвенты оператора М. 
Если оператор М (!,, р)-ограничен. Тогда операторы 
Р = -. Rл(M)d>. и Q = -. Lл(M)d>. 1 ! L 1 ! L 2ni 2ni 
г г 
являются проекторами, расщепляющими пространства U и 'j соответствен­
но. Здесь Г = {>. Е 1С : !>.! = r > а}. Действия операторов L, М также 
расщепляются. 
Во втором параграфе вводятся и строятся пропагаторы неполного урав­
нения соболевского типа высокого порядка с относительно р-ограIШченным 
оператором. 
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Теорема 1 (1.2.1)10 Пусть оператор М(L,р)-ограни-чен. Тогда формулu 
v.t = ~ f µn-m-1(µnL - М)-1 Leµtdµ т 21Т~ (27) 
r 
оnреде.л.яют nponaгaтopw уравнения (19) npu всех t Е JR.. 
Здесь же строятся и исследуются наиболее часто используемые в приложе­
ниях косинус и синус оператор-функции. Третий параграф содержит иссле­
дование морфологии фазового пространства однородного уравнения. 
Определение 2 Подпространство Р С U называется фазовым простран­
ством уравнения (19), если 
(i) любое решение и= u(t) уравнения (19) лежит в Р, т.е. u(t) ЕР Vt Е JR.. 
(ii) при любых Uт ЕР, т =О, ... , n-1 существует единственное решение 
задачи (19), (21). 
Доказано, что фа.зовым пространством является nодпространствоU1 = im Р. 
В четвертом параграфе получены достаточные условия однозначной разре­
шимости задачи Коши для абстрактного уравнения соболевского тШiа вы­
сокого порядка с относительно р-ограннченным оператором. 
Теорема 2 (1.4.1) Пусть оператор M(L, р)-ограни'Lен. Пусть вектор-фушс­
ция 1: (-т,т)-+ J такова, что 1° = (П-Q)I Е ("l(P+l)((-т,т);J°) 1 и 
11 = Q 1 Е С( (-т, т ); J1 ). Пусть на"ЧtUьн'Ые зна-чения удовлетворяют со­
отношенtLJ~М 
Р а;щ+т 
(I - И8)ит = - L Hq М01 dtnq+m1°(o), т =О, 1, ... , n - 1. 
q=O 
Тогда существует единственное решение задачи {19), {21}, которое пред-­
ставимо в виде 
р n-1 t 
u(t) = - L HЧMi) 1 (JI- Q)l(qn)(t) + L v:iu;,, + ! ~::L11Ql(s)ds. 
r-O m=O О 
Пятый параграф содержит аналитическое исследование математической 
модели de Gennes линейных волн в смектиках. Проводится и обосновывается 
редукция математической модели к абстрактной задаче Копш. Доказана. 
10В скобках указава вумер1LЦ1111 в диссерrации. 
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Теорема 3 (1.5.1) {i} Пусть а rj. и(д). ToгiJ,j, ири любЬl.х vo, v1 Е 11. суще­
ствует едtтственное решение зада-ч.и 
v(x,O) = vo(x), vz(x,0) = v1(x), х = (х1,х2) Е П, 
v(x,z) =О, (x,z) Е 00 х R 
дл..я ура~'Че'Н'!Я {1}, 'IСОторое К тому Же имеет вид 
~ ja-Лk. ~ + ~ < V1, "РА. > '{'Н ---si;ч; -··--·Z . 
.t......J " a>.k v а - лk а>.\• 
{ii} Пусть (а Е а(д)). Тогда при любых 
Vo, v1Е11.1 = {v Е U :< v,<pk >=О, Л = Лk} 
существует единственное решение зада-ч.и {28},{1}, имеющее вид {29). 
(28) 
(29) 
В шестом параграфе рассматривается абстрактное уравнение с более об­
щими условиями Шоуолтера - Сидорова или начально-конечными условия­
ми. Доказывается однозначная разрешимость такой задачи при произволь­
ных начальных (начально-конечных) данных. В п.7 абстрактные результаты 
применяются для аналитического исследования математической модели ли­
нейных волн в 11 незамагниченной 11 плазме с начально-конечным условием. 
Теорема 4 (1.7.3) При любых fJ Е R.\ {О} и Л Е R. таком, -ч.то либо 
Л ф. {Лk}, либо >. Е { .Л1с}, Л ::/= Л" и любых Т Е J!4, и~, uf Е 11., k = 0, 1, 
существует единственное решение зада-ч.и (13),(24) с однородным услови­
ем Дирихле на границе, которое к тому же имеет вид 
Ф(х, t) = -м0-1 (Jr - Q)f(t)+ 
v;t-T Т тrt-T Т тrt О v:t О + O(/in)UO + "1(/in)ul + 11o(in)UO + l(in)и1+ 
t т 
+ ! Vt-• L-ljin( )d J yt-• L-1 Jfin( )ds l(in) in S S - l(/in) /in S · 
о t 
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Пропаrаторы V:(in)' '1(/in) строятся специальным образом в зависимости от 
проекторов ~n(lin)- Восьмой параграф посвящен задаче Коши для абстракт­
ного стохастического уравнения соболевского типа высокого порядка. Здесь 
же формализуется понятие К-винеровского процесса11 , приводятся его свой­
ства. Доказана 
Теорема 5 {1.8.1) Пусть оnераторМ (L,р)-огранu-чен, оператор N Е .c(j1). 
Пусть w Е Lg{R+ х П; j 1) - j1 -значныi! К -вuнеровскv:й процесс. Тогда для 
любых попарно незавш:vмых (о, .. . , (n-l Е L2(П; ~1 ), независuмых с w при 
каждом фиксированном t, существует решение зада-чи {25), {26) : 
n-1 
{(t) = L v;.{т - I(t) . (30) 
m=O 
t 
где I(t) = J V~=~L11N w(s}ds интеграл Римана no отрезку [О, t] от непре­
о 
ривноi! функции V~=~L11w(s,w) . 
В последнем параграфе первой главы исследуется детерминированиая и 
стохастическая модели колебаний в молекуле ДНК с помощью редукции к 
абстрактной задаче Коuщ с применением результатов, полученных в п . 4 и 
п. 8 данной главы . 
Вторая глава содержит пять параграфов и посвящена математическим 
моделям соболевского ТШ!а, которые можно свести к абстрактным неполным 
линейным уравнениям соболевского типа высокого порядкв. с относительно 
р-секторИ8ЛЬным оператором. В первом параграфе вводится понятие отно­
сительно р-секториального оператора и проводится его обобщение на случай 
уравнения высокого порядка. Построим множества 
а~{М) = {µn : µ Е aL{M)}, р~(М) =С\ а~(М) . 
Определение 3 Оператор М называется (L,n,р)-секториалъным, если су­
ществуют константы К> О, .о Е (1Г/2,1Г) такие, что множество 
Sf.n(M) = {µ Е С : 1 arg(µn)I <О, µ:/:-О} с р*(М), {31) 
причем 
{32) 
11D" Pruto, G. Stochastic equatioDJI in io6nite dimeшiooв / G. Da Prato, J ZaЬczyk. - Cambridge: 
Cambridge U oiverвity Presa, 1992. 
17 
Доказано существование пропагаторов однородного уравнения, исследованы 
их свойства. 
Лемма 1 (2.1.2) Пусть оператор М (L, n,р)-сектороолен.. Тогда инте­
гралы типа Данфорда-Шварца 
И~= 2~i ! µn-m-I(µnL- M)-1Leµtdµ, 
'У 
(33) 
где t Е IR+, т = О, 1, ... , п - 1, а 'У С р~(М)-кон.тур, обра.зованн:ый лу'Ча.ми, 
выходящ~ши из н.а'Ча: .. :~ координат под углами{) и -В, определяют npona-
гaтoptit однородного уравпен.ия (19). 
Положим U1 = im И0 = {и Е U: lim Щи = u}, J°1 = im F0 = {f Е J° : t-10+ 
lim FJJ = f} и через L1 (М1 ) обозначим сужение оператора L (М) на U1 
t-+0+ 
(U1 n dom М). В дальнейшем нам потребуются две гипотезы: 
uo еэ ui = u (J° аэ ;J1 = J"), 
существует оператор L}1 Е .C(;J1;U1). 
(34) 
(35) 
Гипотеза (34) имеет место, например, в случае рефлексивности пространства 
U (;j) (теорема Яги - Федорова). Гипотеза (35) справедлива, если выполнено 
(34) и im L1 = ;j1 (теорема Банаха). Заметим еще, что из (34) вытекает 
существование проекторов Р = s - lim UJ и Q = s - lim .F(f в пространствах 
t-1o+ t-tO+ 
U и ;J соответственно. 
Второй параграф посвящен исследованию разрешимости задачи Коши и 
начально-конечной задачи для абстрактного непотюго уравнения соболев­
ского типа высокого порядка с относительно р-секториа.т,ным оператором. 
Теорема 6 (2.2.1) Пусть оператор М (L, n,р)-секториа.лен, въ1.nолнен.ы ус.л.о­
вия (34), (35). Тогда для любых 
Uk Е м' = {и Е u : (Л-Р)и = - Е:=О нqмо-1 (П -Q)J(nq+k)(O)}, 
k = О, ... , n - 1 и вектор-фуюсции f = f(t), t Е [О, Т] такой, -что 
f° = (H-Q)f Е cn(p+l)([O,Tj;;fl) u J1 = QJ Е C([O,T};J°1), существует 
едu.иственное решение зада'Чu (21), (19), которое к тому же имеет вuд 
n-1 t 
u(t) = - Е~о нqмо-l f°(nq)(t) + Е ~Vт + J ~.:::-:L1 1 f 1(s)ds. 
m=O О 
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В трет~..ем параграфе линеаризованная модель Benney -· Luke редуцируется 
к задаче Коши для абстрактного уравнения. Пока.зывается выполнение всех 
условий абстрактной теоремы, следовательно имеет место 
Теорема 7 {2.3.1) При любых а, ь Е IR, т Е R.+, иk Е u1' существует 
еduнственное решение задачи {8}, {9}, (21). 
Четвертый параграф содержит результаты о разрешимости задачи Коши 
для стохастического уравнения соболевского типа высокого порядка с отно­
сительно JГСекториа.,'lьным оператором. В пятом парагрАфе эти результаты 
nрименякrrся для аналитического исследования стохастической модели рас­
пространения волн на мелкой воде : 
Теорема 8 {2.4.1) Пусть w Е Lg(IR+ х П; ;j1) - ;j1 -зна-чный К-винеровский 
процесс . (В ка-честве К возъ.мем оператор Грина -д-1 , который будет. 
ядернъL.М., если n = 1.} Тогда при любых а,(3 Е IR\{O} , ,\ Е IR, ТЕ IR+ 1 
для любъ~х независимых ~u,6 Е L2 (П;it1), независщ~ых с w при каждом 
фиксированиом t, суш,ествует решение урав-ке-кuл 
(>. - д")dt~t = aД"~dt + dw (36) 
с однороднЪL.М. условие.м Дирихле и (25) которое к тому же имеет вид: 
t 
{(t) = VQ'{o + \16 + j v;н Li1dw(s) . 
о 
Третья глава посвящена математическим моделям, которые можно све­
сти к абстрак·гны!\{ полным линейным уравнениям соб011свского типа высо­
кого порядка с относительно полиномиально ограниченным пу•1ком опера­
торов, и содержит дсвн·rъ параrрафuв. Пусть U, ;j - ба.наховы простращ.'Тва, 
операторы А, Во , ". , В"_1 Е .C(U; j). В первом параграфе вводи'l"СЯ опреде-
-+ 
леЮ1е и изучаются свойства mносительных резольвент пучка операторов В -
-+ Определение 4 Опера.тор-функцию комплексной переменной R:(в) = 
(µ"А - µn-I Bn-l - -·- - µВ1 - Bo)·-l будем называть А-резОJ1ьвентой пу-ч?Са 
-+ 
в . 
-+ Определение 5 Пучок операторов В называется полиномиально А-огра-
-• ниченным, если 3а Е R+ Vµ Е С (lµI >а)'* (R:(в) Е .C(j;U)). 
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Во втором пара.графе , в предположении относительно полиномимьной огра­
ниченности пучка и выполнении условия 
! k А -+ _ µ R1, (B)dµ =О, k = О, 1, ... , n - 2, (А) 
"/ 
где контур 1 = {µ Е С : lµI = r > а}, построены проекторы 
р = 2~i ! я:(iЗ)µn-1 Adµ, Q = 2~i ! µn-1 AR:(B)dµ, 
"/ 'У 
расщепляющие пространства ti и 3' в прямую сумму подпространств, доказа­
на. теорема о расщеплении действия всех операторов. Здесь же определяются 
-+ В-присоединенные векторы оператора А и исследуется их связь с относи-
-+ 
тельными резольвенте.ми пучка В, а также получен критерий относительно 
полиномиальной ограниченности пучка в случае фредгольмова оператора 
А. Третий параграф посвящен пропагаторам однородного уравнения (20). 
Лемма 2 (3.3.1) При любом k = О, 1, ... , n - 1 оnератор-функцш 
-+ Vf = 2~; f R:(B)(µn-k - 1A- µn- k- 2Bn- l ::- ... - Bн1)eµtdµ явметсл проnа-
1 
гатором однородного уравн.енuя {20} . 
Здесь также построено семейство вырожденных М, N-фуmщий уравнения 
(20) при n = 2 и доказываются их свойства. В четвертом параграфе ис­
следуется фазовое пространство уравнения (20) как множества допустимых 
начальных значений, содержащего траектории всех решений уравнения. До­
казано, что фазовым пространством уравнения (20) является образ постро­
енного проектора Р. В пятом параграфе получены достаточные условия од­
нозначной разрешимости задачи Коши для абстрактного уравнения собо­
левского типа с относительно полиномиально ограниченным пучком. 
-+ Теорема 9 (3.5.1) Пусть пучок операторов В полиномиально А-ограни-
чен, вwполнено (А), при-чем оо - полюс пор.я.Ока р Е {О} U N А-резольвенть~ 
-+ пучка В. Пусть вектор-функцuя f : (-т, т) -t ~такова, что / 0 = (П -Q)f Е 
СР+"((-т,т);.;r'), u/1 = Qf Е С((-т,т);3'1 ). Тогда nрuлюбшиk ЕМ,, k = 
О, 1, ... , n-1 существует единственное решение задачи {20), {21), nредста­
вuмое в виде 
р n-1 t 
и(t) = - Е K~(B8)- 1 f.J0 (t) + Е v:(п-Р)иk + f ~=:cл1 )- 1/1 (s)ds . 
q=O k=O О 
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Шестой параграф содержит аналитическое исследование математической 
модели линейных волн в плазме во внешнем магнитном поле, которую удает­
ся редуцировать к задаче Коши для уравнения соболевского типа четвертого 
порядка. Доказана 
Теорема 10 (З.6.1) Пустъ Л f/. и(Л) или (Л Е и(Л)) л (Л = Л'). Тогда при 
любых Vo, VJ, V2, V3 Е U1 существует едu:н.ственное решение зада'Ч.U {21}1 
{ 11) с однородным условием Дирихле. 
В седьмом параграфе абстрактные результаты п.5 применяются для иссле­
дования математической модели колебаний в конструкции из стержней, ко­
торая рассматривается как начально-краевая за.дача для уравнения соболев­
ского типа второго порядка на графе. 
Теорема 11 (3.7.2) Пусть а, Л, Л', Л" Е JR\ {О} и Л f/. и(Л) или (Л Е и(Л))Л 
(Л = Х)л(Л '/:- Л"). Тогда фазовым простра:нством уравнений {Ц) являете.а 
пространство U1, т.е. для, любых UQ, и1 Е U1 существует единственное 
решение и Е C2(JR;U) зада"tи (15)-(17} для, уравнений (Ц}, которое имеет 
вид и(t) = M(t)uo + N(t)ui. 
Восьмой параграф посвящен задаче Коши для абстрактного стохастического 
уравнения соболевского типа с относительно полиномиально ограничениым 
пучком. Основным результатом является 
Теорема 12 (3.8.1) Пусть ny"toк опера.торов В (А,р)-огра.1tu'Ч.ен1 выпол­
нено условие (А), w Е Lg(JR+ х П; i 1) - ~1 -зна'Ч.нъ~й К-винеровский процесс, 
опера.тор N Е L(i1). Тогда для, любых попарко независи.м:ых ~о,"" ~n.-I Е 
L2(rl;U1), независимых с w при ка;>1сiJо.м. фиксировакном t, существует ре­
шение зада-чи (25) для, стохасти•tес'Кого уравнения соболевского типа вы­
сокого порJ!.дка 
Ad~(a-l) = Bn-1d{(n-2J + ... + Bn-1d{ +(Во{+ f)dt + Tdw, (37) 
представимое в виде 
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В последнем параграфе главы абстрактные результаты, 110лу•1енные в п. 
5 и п. 8 применяются для исследования детерминированной и стохастической 
моделей Буссинеска - Лява в области. 
Четвертая глава состоит из пяти параграфов и посвящена описанию 
разработанных численных методоJj исследования математических модсJ1ей. 
Первые два параграфа содержат описание а.пгоритмов численных методов 
исследования математических моделей Буссинеска - Лява в области и на 
графе соответственно. Представлены блок-схемы разработанных алгорит­
мов. В третьем параграфе описан алгоритм численного метода исследова­
ния стохастической модели колебаний в молеку;1е ДНК. Представлена блок­
схсма а.пгоритма. В че; Rертом параграфе приведено описание программного 
комплекса "Моделирование волн Буссинеска - Лява11 , в котором реализова­
ны алгоритмы из п. 1 и 2 данной главы. Пятый параграф посвящен описа­
нию программы 11 Моделирование колебаний в молекуле ДНК реализующей 
алгоритм п. З. 
В пятой главе приведены [)f'.Зультаты ряда вычислительных экспери­
ментов. Для всех примеров построены графики моделируемых вошr и нака­
зано изменение JjОлны с течением времени. В первом параграфе содержат­
ся результаты вычислительного эксперимента для математической модели 
продольных колебаний в стержне, проведенного с помощью программного 
комплекса "Моделирование волн Буссинеска ·- Лява11 (модуль "решение на 
отрезке"). Рассмотрены различные комбинации параметров. Прюw.дем один 
из них. 
Пример 1 Рассмотрим математическую модель 
(Л ·- Л)иtt = а(Л' - Л)ut + {З(Л" - Л)и, 
11.(0,l) === u(7r,l) =О 
u(x,0)=x(7r-:r:) -7r/8i;inx,ut(x,0)=x(7r-x)-n/8sinx, 
г;~еЛ=-=-1, Л'=-1, Л"=О, а=/3=1, xE[0,7r], lE[D,l]. 
Так как>. Е ст(Л) и (Л = Л'), то математи•rеская модель вырождена. Условие 
< Vo,<p1 >=< V1,<p1 >= Q (39) 
выполнено, следовательно Vo и v1 принадлежат фазовому пространству и 
решение существует: 
и(х, t) '""' (2 + J{22) )e114<2+J22)t + (-2 + .J22)e114(2-J22)t sin(Зx) 





Рис. 1: Решение задачи из примера 1 
Замечание 1 Для задачи , рассмотренной в примере 1, при различных ко­
личествах галеркинских приближений k, т получены оценки вычислитель­
ной точности дk,т = l l иk - Uml! 2 (таблица). 
Таблица 
Вычислительная точность решений 
дз,s дs,1 д1,9 69,11 д11 , 1з д1з,1s 
0.08259 0.03000 0.01409 0.00771 0.00467 0.00304 
Из данной таблицы видна вычислительная сходимость приближенных ре­
шеыий. 
Второй параграф содержит результаты вы'iислителыюго эксперимента для 
математической модели продольных колебаний в конструкции из тонких 
упругих стержней в невырожденном и вырожденном слу'iаях, проведенно­
го с помощью программного комплекса 11 Моделирование волн Буссинеска -
Лява11 (модуль "решение па графе"). 
Пример 2 Требуется найти решение задачи (14)-(17) на ориентированном 
графе G при заданных параметрах Л =О , Л' = 1, Л" = 1, а = f3 = 1d1=1 , 
~ = 1, l1 = 7Г, l2 = 7Г /2, N = 2 и начальных функциях 
~цн(х) = 2cos(2x/3), ио2(х) = -2sin(2x/3 + 7Г/6); 
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и11(х) = - cos(4x/3), и12(х) = соs(тг/3 + 4х/3). 
Так как Л Е а-(д) и Л-:/- >.',то математическая модель вырождена. При этом 
начальные функции удовлетворяют соотношению 
так как < и0 , <ро >=< и1 , <ро >= О, следовательно, решение существует. 
щ(х, t) = cos((2/3)x)[v'377/29(e(13-./377)t/8 - е(1з+./377)t/8)+ 
+,pз ... ../ffi)t/8]) + е(IЗ-./ЗТТ)t/8]+ 
16 + J89/ 445 cos( ( 4/З)х) [e5/З2{5-v'89Jt - е5/З2{5+У89)t] 
n2(x, t) = -sin((2/3)x + 1Г/б)[Jз77 /29(е{IЗ-./ЗТТ)t/В - e(rз+./ffi)t/8)+ 
+е{!Зt./ЗТТ)t/8)) + e(1з-J377)t/sj-
-lбv'89/445 cos((4/З)x + т./З)[е5/З2(5-v'89)t _ e5/32(5+v'89Jt] 
На рисунке 2 представлены графики решения при t Е [О, 1] с шагом 0.2. 
Колебания в 11ервом ребре изображены красным, во втором - зеленым. 
В третьем нарагрnфе 11риведе11ы результаты ВЫ'IИслительного эксперимента 
для математической модели линейных волн в 11лазме в прямоугольной об­
ласти, проведенного с помощью программного комплекса "Моделирование 
волн Буссинеска - Лява" (модуль "решение в прямоугольнике"). 
Пример 3 Рассмотрим математическую модель линейных волн в плазме в 
прямоугольной области, описываемую системой: 
(Л - Л)иu(х, у, t) = а(Л - Л')ut(x, у, t) + jЗ(Л - Л")и(х, у, t), 
и(О, у, t) = u(l1, у, t) = u(x,l2, t) = и(х, О, t) =О, ( 40) 
и(х, у, 0) = ио(х, у), и1(х, у, О)= и1(х, у), х Е (0, l1), у Е (0, 12), 
в нрямоугольнике П при заданных параметрах: 
Л = -5, >.' = -3, Л" = -1, а= /3 = 1, l 1 = l2 = 1Г, N= 2 и начальных 
функциях 
ио(х, у)= sin(x) sin(y) + 5 sin(2x) sin(2y), 
и~(х, у) = siп(x) siп(y) - 3sin(2x) siп(2y). 
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Рис. 2: Графики решения задачи из примера 2 
Так как Л Е а(Л) (Л = Л 12 = Л21 = -5 - собствешюе з1~а•1е1ше кратности 
2), то математ11•1еская модель вырождена. Согласно алгоритму из п.4.1, так 
как Шl'IНJIЫ!Ые фупкции удовлетворяют СООТIЮШеш1ям 
< Ио, 'Р12 > µ12 =< U1, 'Р12 >, < Uo, 'Р21 > µ21 =< U1, 'Р22 >, 
решение существует: 
2 У13 г,;:; (-1 ' vТ\11 г,;:; (1 ' vТ\11 u(x,y,t)=S2siп(x)siп(y)[(vl3+7)e i; +(-7+vl3)e- •· ]+ 
+2 siп(2x) sin(2y) [ (7 /118) J(59)e-rifш sin( J59t/6) + 5/2e-ri;ш cos( V59t/6)]. 
На рисунке 3 представлены графики решения н ри t Е [О, 1. 25] с шагом 
0.25. Далее с те•1е1111ем 13реме1111 "кунол" 13олны пеогра111!'1ешю растет. 
Реэультаты вы•шслителыюго эксперимента для математической модели рас­
простра11еш1я волн па мелкой воде в круге, нроведешюго с помощью про-
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,...,, 
Рис. 3: Графики решения задачи из примера 3 
граммного комплекса " Моделирование волн Буссинеска - Лява", приведены 
в <1ствертом параграфе. 
Пример 4 Рассмотрим математическую модель распространения волн на 
мелкой воде или в диспергирующих средах в круге {r < r 0 } , описываемую 
системой 
(Л - Л)Utt(r, l.{J, t) = а(Л - Л' )ut(r, l.{J, t) + {З (Л - Л")и(r, l.{J, t) , 
u(ro , l.{J, t) = О, 
u(r, l.{J, 0) = Uo , Ut = и 1 r Е (0, ro), <р Е (О, 27Т) 
(41) 
при заданных параметрах Л = -3, Л' = О , Л" = - 1, а = {3 = 1, r 0 = 5, Н = 
1 и начальных функциях 
ио = - H (r/r0) 2 + Н, и 1 = О. 
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Так как А r:J. и(д), то математическая модель невырождена. Согласно алго­
ритму из п.4.1 решение существует. Ввиду громоздкости формул, явный вид 
решения не приводится. На рисунке 4 представлены графики решения при 
t Е [0,8] при N = 2. 
Рис . 4: Графики решения задачи из примера 4 при N = 2 
На рисунке 5 представлены графики решения при t Е [О, 0.02] при N = 
3, 4, ""Далее с течением времени волна распространяется вверх виде 11 куnо-
Рис. 5: Графики решения задачи из примера 4 при N = 3, 4, " . 
ла'' с резко увеличивающейся амплитудой. Следует отметить , что общий вид 
и поведение волны при N > 2 не зависит от количества слагаемых в гмер­
кинской сумме. Вычислительный эксперимент подтверждает, что в данном 
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случае минимальное количество слагаемых должно быть ра.~шым 3, что со­
ответствует нашему критерию выбора количества га.леркинских слагаемых 
N: ЛN < Л (в даном случае Л.2 > -3, а Л.3 < -3). 
Пятый нараграф содержит вычислителы1ый эксперимент для стохастиче­
ской модели колебаний в молекуле ДНК. 
Пример 5 Рассмотрим стохастическую математическую модель (2) - (4). 
при следующих условиях: n = [U,7r], ио = 2sin(x)+Зsin(2x), U1=2sin(x)+ 
2 sin(2x ), v0 = sin(Зx ). 111 = sin(x) + sin(2x ), Ь = 1. а= 1, d = О, !( 1L, v) = v, 
g(u, v) =и, w1, w2 - случайные внешние возмущения молекулы, N = 4. 
Иекомые функции м1,r представляем в виде галеркинских сумм: 
u(x, t) = J"I(1t 1(t) siп(x) + 11 2(t) sin(2x) + u3(t) sin(Зx)) + щ(t) sin(4x)), 
v(.т., t) = J"Т('u1 (1.)нiп(::i:) + 112 (t)sin(2x) + v3 (t)siн(Зx)) + v4(t)sin(4x)). 
Сгенерируем случайные проr~ессы w 1, 1112 в виде 
N 
щ(х, t) = L А;1: sinw;(l,)<,Ok(x), i =О, 1, 
k~l 
где A,k - гауссовы случайные величины (""' N ( 1, 0.5)), w1 = 5, w2 = 4. Возни­
кает вопрос, ка.к изменяются траектории решения в зависимости от случая. 
IIa рисунке 6 изображены графики двух траекторий (черным и красным 
цветами) приближенного решения зада•rи. 
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Рис. 6: Графики траекторий решения нри N = 4 
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